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RESUMO: Os modelos numéricos sdo instrumentos Uteis para estudar a propagacdo de ondas em meios com
diferentes caracteristicas, desde dguas profundas (ao largo) até condicdes de dgua pouco profunda, e investigar a
interacao de ondas com batimetrias complexas ou estruturas construidas em regides costeiras e estuarinas.

As capacidades de modelos do tipo Boussinesq e as equacoes Serre, ou de Green e Naghdi, para reproduzir os
processos nao lineares de diversas interacoes sdao bem conhecidas. No entanto, estas aproximacoes classicas
restringem-se a condicoes de aguas pouco profundas. Desde meados da década de 90 tém sido desenvolvidas
formulacoes que acrescentam termos de origem dispersiva, em particular para aproximacdes do tipo Boussinesq.
Neste trabalho é apresentada uma formulacdo das equacoes classicas de Serre com melhores caracteristicas
dispersivas lineares. As equacdes sao resolvidas numericamente por diferencas finitas, apés introducao de uma
varidvel auxiliar que agrega as derivadas temporais da velocidade na equacao da quantidade de movimento.

A discretizacao numeérica ¢ validada por comparacdo de resultados com a solucao analitica de Serre para uma
onda solitaria com a/h,=0.60, e com a solucao de Stokes para aguas intermédias. O desempenho do modelo para
propagar ondas até condicées de dguas profundas (h/L=0.5) e fundos com declives acentuados é testado através de
comparacoes com dados experimentais disponiveis na literatura.

Palavras-chave: Equacdes de Serre, caracteristicas dispersivas, aguas profundas, solucdo numérica, aplicacoes.

ABSTRACT: Numerical models are useful tools to study the wave propagation in regions with different characteristics,
from deep water (offshore] to shallow water conditions, and to investigate the interaction of waves with complex
bathymetries or structures constructed in coastal and estuarine regions.

The ability of Boussinesq-type models and Serre or Green and Naghdi equations to reproduce the nonlinear processes
of different interactions is well known. However, these models are restricted to shallow water conditions, and addition
of other terms of dispersive origin has been considered since 90's, particularly for Boussinesg-type approximations.
In this work, a new approximation of the classical Serre equations with improved linear dispersive characteristics is
developed and written in a weak quasi-conservative form by introducing a dependent variable that aggregates all time
derivatives of momentum equation.

The numerical discretization is validated by comparison with the analytical solution for a highly nonlinear propagating
solitary wave la/h,=0.60), and with the Stokes solution for intermediate waters. The model performance to propagate
waves from deep water conditions (h/L=0.5] and bottoms with large slopes is tested through comparisons with
experimental data available in the literature.

Keywords: Serre equations, dispersive characteristics, depth waters, numerical solution, applications.
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1. INTRODUCAO

0 conhecimento das caracteristicas dos escoamentos
associados a ondas e correntes de superficie, e a sua
dependéncia relativamente a batimetria e a geometria
da costa, é de consideravel importancia no projeto
de estruturas correntes no ambiente costeiro, como
espordes e quebramares. Tal conhecimento também
ajuda na previsdao das modificacoes introduzidas na
agitacdo maritima e no transporte e deposicao de
sedimentos.

Até finais dos anos 70 eram utilizados modelos quase
exclusivamente lineares para a simulacao do efeito
da refracdo produzida pela variacao da profundidade
ao longo da direcao de propagacao da onda e o efeito
da difracao produzida pelo gradiente de amplitude ao
longo da crista da onda. Na década de 80 surgiram
outros modelos que passaram e ter em conta nao sé
os efeitos de refracao e difracao, mas também efeitos
da resisténcia no fundo e de interacao onda-corrente;
modelos desse tipo foram propostos e usados por
Berkhoff et al. (1982], Kirby e Dalrymple (1983), Booij
(1983]), Kirby (1984) e Dalrymple (1988), entre outros. No
entanto, dado que se baseiam na teoria linear, aqueles
modelos nao devem ser utilizados em condicoes de
aguas pouco profundas.

Uma série de fatores tornou possivel o emprego de
modelos matematicos cada vez mais sofisticados. Nao
s6 o conhecimento teérico dos fenémenos envolvidos
evoluiu muito, como também os métodos numéricos
passaram a ser utilizados de forma mais eficiente.
Os grandes avancos ocorridos na tecnologia dos
computadores, especialmente a partir dos anos 80,
permitiram melhorar o processamento da informacao
e 0 armazenamento de grandes volumes de dados,
tornando possivel o uso generalizado de modelos
matematicos de maior complexidade e com menores
restricoes.

Nessa fase, as equacdes de Saint-Venant passaram a
ser frequentemente usadas em aplicacdes praticas.
Contudo, como tem sido amplamente demonstrado,
em condicbes de aguas pouco profundas, de que sao
exemplos alguns portos, estuarios e largas extensoes
da zona costeira, e para alguns tipos de ondas, os
modelos baseados numa teoria nao dispersiva, entre
0s quais se inclui o modelo de Saint-Venant, sao
limitados e nao sao normalmente capazes de obter
resultados satisfatérios durante longos periodos de
analise [Seabra Santos, 1985).

E atualmente genericamente aceite que, para as
aplicacdes praticas, os efeitos combinados de ondas
de gravidade em condicdes de agua pouco profunda
devem ser considerados. Mais ainda, os processos
de refracao, difracdo, empolamento, reflexdao e
rebentacao da onda, além das interacdes onda-onda e
onda-corrente, bem como os fendmenos decorrentes
de importantes e rapidas variacdes temporais das
cotas de fundo, devem ser considerados na sua
integridade.

Por conseguinte, apenas modelos de ordem o2
(com o=h/L, sendo h e L uma profundidade e um
comprimento caracteristicos) ou superior, dos tipos
Boussinesqou Serre, sdo capazes de reproduzir outros
efeitos para além dos efeitos dispersivos, incluindo as
nao-linearidades decorrentes de interacoes onda-onda
e onda-corrente, e as ondas resultantes de variacoes
temporais rapidas das cotas do fundo, de que sao
exemplos as ocorréncias que originam tsunamis, ou
ainda por deslizamentos de grandes massas de terra
para o interior de albufeiras, lagos ou lagunas.

A evolucdo tecnolédgica verificada nos ultimos
anos, tornando possivel o uso de facilidades
computacionais mais poderosas e a sofisticacao
dos sistemas de informacao e anélise, permitiram
melhorar o conhecimento da hidrodinamica e dos
processos morfodindmicos costeiros com recursos e
procedimentos de investigacao tedrica, experimental e
aplicada, bem mais sofisticados. Também os métodos
numéricos tiveram um grande desenvolvimento,
nomeadamente para aplicacdes no ambito da
engenharia costeira, tornando possivel lidar com outro
grau de complexidade.

No que se segue é usada a teoria geral da onda
em condicdes de dagua pouco profunda para o
desenvolvimento das diferentes  aproximacoes
matematicas que sao atualmente a base dos modelos
mais importantes no ambito da hidrodindmica e da
dindmica sedimentar. Uma metodologia para extensao
de aproximacoes da dgua pouco profunda a condicoes
de d4gua profunda é apresentada em seguida,
terminando com exemplos de aplicacdo e discussao
de resultados.
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2. FORMULAGAO MATEMATICA

2.1. Equacoes basicas

Partindo das equacdes fundamentais da Mecanica dos
Fluidos, emvaridveis de Euler, relativas ao escoamento
irrotacional e tridimensional de um liquido perfeito
lequacdes de Euler, ou de Navier-Stokes com as
hipéteses de incompressibilidade (dp/dt=divv=0),
irrotacionalidade [rorv =0, ou seja, u =w ;v =w ;v =u]

e liquido perfeito (n=0JI; considerando cond|coes de
fronteira e uma adimensionalizacao apropriadas,
e definindo os pardmetros adimensionais e=a/h, e
o=h,/l, em que a, h e [ representam uma amplitude,
uma profundidade e um comprimento horizontal
caracteristicos, as equacbes fundamentais e as
condicbes de fronteira escrevem-se (Seabra-Santos,
1989).

A - Equacdes fundamentais

ue+v,+w, =0
+&tuu, +&%vu, + & wu, =—
guy+euu, +eTvu, +e wu, =—p,

2 2 2, _
eV, +EUV, +ETVW, +ETWY, =—p,

2

go’w, +&20uw, +320'2va +ectww, =—p, -1
u, =c"w,

v, =0"W,

ve=u, (1
B - Condicdes de fronteira

w=g, +eug, +&vg, , p=0
w:(l/£)§,+u§x+v§y . z=—l+&

p=0 , Zz=¢& (2]

Integrando a primeira das equacdes (A entre o fundo e
a superficie livre obtém-se a equacao de continuidade

[g—(l/g) 5]1 +[(1+6g—8§) ﬁ}x+[(1+eg—<§) V}y =
(3)

Hidricos /// Volume 35# 01

em que a barra sobre as variaveis representa o valor
médio segundo a vertical.

Admitindo em seguida a hipdtese fundamental da
agua pouco profunda, o=h/I<1, e desenvolvendo
as variaveis em funcdo do pequeno parametro o2
obtém-se, apds algumas consideracdes matematicas,
as seguintes equacdes (Seabra-Santos, 1989)

* P P 2rx) =
u* +eu*u* +eviu y+gx(l+ecrl" )_O

VE S+ eutvE o+ evEvE 4 gy(1+80'2F*):0 (4)

em que

r*:[f(nzfg)(z, +eud, + VA, 7822) }

horiz

+[w*, + ETW, +8Vw*y1ﬁmdo +0(c72) (5]

representando os termos do primeiro paréntesis reto
a aceleracao vertical quando o fundo é horizontal e
os termos do segundo paréntesis reto a aceleracao
vertical junto ao fundo.

Desenvolvendo as expressées (4 em segunda
aproximacao (ordem 2 em o2, obtém-se as sequintes
equacoes do movimento

U, + WL, + EVIL, +G
+o?{ [(23)(e5 =€), +(1/2) & | P+(1/3)(1+ 25— ¢) .
+0°[ec,0+(1/2)(1+ 85 - &)
V, +Euv, + £V, +6,
+0'2{ [23)(e-¢), +(12) &, | P+
+o [gng+(1/2) l+e5—&) 0 }

P=(1+ggf§)(522 — ¢, — ¢vA, 722)

0, ]+o*=0

+(1/3)( 1+egf§)Py}

O=w, +euw, +&ww,

w=(1/¢) & +ué, +vE,

A=, +7, (6)
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em que, de igual modo, a barra sobre as varidveis
representa o valor médio segundo a vertical. Em
variaveis dimensionais, com fundo fixo [§=0), as
equacoes de conservacao da quantidade do movimento,
em segunda aproximacao, escrevem-se

by +(hr) _+ (hv)y =0

U, + Ul + VI, + g6
+[(2/3)h, +(1/2) &, |P+(1/3)hP, + h,Q +(1/2) hQ, =0

Y, IV, +VV, + g6,
+[(2/3)h, +(1/2) &, |P+(1/3)hP, + h,0+(1/2) hQ, =0
P=h(* i, -vd, - 7
O=w, +uw, +vw,
w=ug, +vE,
A= +v, (7)

Aumadimensao no plano horizontal, e ainda com fundo
fixo, o0 sistema de equacdes resultante escreve-se

hy +(uh)x =0
huy + hu, + gh, +[ 1 (P3+0/2)] +&h(P/2+0)=0
P=-h (uxt +uu,, —uf)
0=¢ (u, +uux)+§xxu2 (8)
Assumindo complementarmente a hipdtese de ondas
de pequena amplitude relativa, com O(g) = O(c?),
partindo do sistema (6] resultam a mesma ordem de
aproximacao, em variaveis dimensionais

h, +(hﬁ)x+(hv)y =0

nt +WX +WV +ggx

-[(1/6) &, |P+(1/3) P, +(1/2) hyQ, =0
Vy F UV, + VYV, + 86,

-[(/6)&, |P+(1/3) P, +(1/2) 0, =0 (9]

onde P e Q sao dados por P=—(1-&a+v), e
Q= @@E+vE ), As equacdes da quantidade de movi-
mento resultantes escrevem-se

7, + 0, + v, + gg,. +(1/6) ho&, (17, +
~(3)R (m,+%,)  +(1/3)h, ( )
+(1/2)hy (w5, +7E,) =0 (10)

+ \_/

V, UV, VY, + g6, +(1/6) hoé, (ﬁx +17y)t
_(1/3)h§(ﬁx +7, )yt +(1/3) kg, (ﬂx +7, )t
+(1/2)hy (&, +v§y)yt =0 (1)

donde, com =0

o, + W, + VT, + g6, -(1/3) n (ﬁm
+(1/6) hoée (s + 9 )+ (1/3) o, (T + 7, )
+(1/2)h0( X xt+§xxut+§y xt+§xyvt):0 [12]

+Vo0)

v, +av, +w, + g6, —(1/3) 15 (7, +7, )yt
+(1/6) hé, (@, +7, )t +(1/3) e, (7, +7, )t
+(1/2) by (&1, + &, + €7, +£,7,)=0  (13]

ou ainda, reescrevendo o sistema completo

by +(h) +(hv) =0

1, + 0, + V0, + 86— (1/3) 1 (g + Vg ) + ol
+(1/2) o (Ealty + &7 +E7, +E,7) =0
v, v+, + g6, — (1/3) 15 (g, + 7,y )+ B, 7,
+(1/2) by (837 + &7 + 6,71, + éxyn,) =0
(14)
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Continuando a simplificar as equacdes do movimento
(6), retendo apenas termos até a ordem 1 em o, ou
seja, desprezando os termos de origem dispersiva,
aquele sistema de equacdes escreve-se, em variaveis
dimensionais

a7, + i, + Vi, + g6, =0 (15)

v, +uv, + W, + g6, =0

As aproximacdes (7), [14) e (15) sdo conhecidas como
equacdes de Serre, ou Green & Naghdi, Boussinesq
e Saint-Venant, respetivamente, a duas dimensoes no
plano horizontal (modelos 2DH).

2.2. Extensoes a condicoes de agua profunda

Os modelos classicos do tipo Boussinesq, de que
¢ exemplo o modelo de Peregrine (1967), usam
aproximacoes polinomiais quadraticas para a
distribuicao vertical da velocidade, o que limita as

suas aplicaces, nomeadamente porque: i} nao
descrevem com suficiente rigor os efeitos dispersivos
em condicées de aguas intermédias, e ii] apenas

propagam corretamente ondas de baixa amplitude
relativa. Estas limitacdes sao consistentes com a
hipotese fundamental das equacdes de Boussinessq
(1872), a qual assume que os efeitos dispersivos sao da
mesma ordem de grandeza dos efeitos nao-lineares,
ou seja, que O(e)=0(c?), com g=alh e oc=h/L<<1
(hipdtese fundamental da 4gua pouco profundal.
Aspropriedadesdispersivasdosmodelosconvencionais
de Boussinesq tém vindo a ser melhoradas, através
da modificacdo dos termos dispersivos [(Madsen
e Sorensen, 1992) ou usando uma velocidade de
referéncia a uma altura previamente especificada
(Nwogu, 1993]. Esta técnica permite obter um sistema
de equacoes cuja relacao de dispersao linear pode ser
ajustada de modo a que as caracteristicas dispersivas
em aguas intermédias resultem muito proximas das
da teoria linear da onda. Wei et al. (1995) estenderam
a aproximacao de Nwogu para ondas fortemente nao-
lineares, desenvolvendo modelos que podem nao sé
ser aplicados em condicées de dguas intermédias mas
também simular a propagacao de ondas com elevados
efeitos de interacdo nao-linear, isto &, &=0(1).
Em geral, estes modelos resolvem equacdes com
propriedades de dispersao linear bastante rigorosas
até kh = 3 (Nwogu, 1993).

Recorrendo a um polindmio de quarta ordem,

Gobbi et al (2000) desenvolveram um modelo com
excelentes propriedades dispersivas até a ordem
kh~6. O comportamento nao-linear foi fielmente
conseguido até ki = 3. Naturalmente que esta melhoria
de precisdo do modelo em relacao as aproximacoes
anteriores foi acompanhada de um significativo
esforco computacional.

A aproximacao polinomial de quarta ordem comporta
resultados com derivadas espaciais de quinta
ordem num sistema de equacdes muito complexo,
requerendo um esquema numérico de resolucao
igualmente bastante complexo. Madsen e Schaffer
(1998) e Agnon et al. (1999) desenvolveram um modelo
de equacdes recorrendo a aproximacoes polinomiais
de ordens ainda mais elevadas.

Usando um esquema numérico de previsdo-correcao
de ordem elevada, previamente utilizado por Wei e
Kirby (1995), Lynett e Liu (2002) desenvolveram um
codigo numérico (COULWAVE) com base nas equacoes
do Nwogu para uma e duas camadas.

Embora com caracteristicas dispersivas mais
modestas, mas com muito menor esforco
computacional, Beji e Nadaoka (1996 e Liu e Sun (2005)
introduziram parametros que permitem melhorar as
caracteristicas dispersivas da aproximacao classica
de Boussinesq. Mais recentemente, Antunes do Carmo
(2013a,b) usou a metodologia de Liu e Sun (2005}, com
a introducao de dois pardmetros, a e B, para estender
as equacoes de Serre (Serre, 1953) até kh = 3.

A introducdo destes pardmetros tem por objetivo
melhorara as caracteristicas de dispersdo lineares
dos modelos de tipo Boussineseq e Serre. Tendo
presente que linearizando o sistema de equacdes (7)
e desprezando os termos de ordem superior se obtém
o sistema (16)

b+ V- (hT)=0
I, +gVs=0 (16)
o qual ¢é aplicivel a propagacdo de ondas

monocromaticas em éagua profunda (ao largo), por
conseguinte, onde os termos nao-lineares e de origem
dispersiva do sistema (7) sdo pouco relevantes mas
afetam negativamente a solucao. Para que, também
nestas condicoes, seja possivel usar as equacoes do
sistema (7) é imprescindivel obter aproximacées cuja
solucao em termos da velocidade de propagacao de
um grupo de ondas se comporte de acordo com a
relacao de dispersao linear, dada por w*=gk tanh (kh).

Nesta conformidade, e de acordo com (16}, asvariacoes
temporais da velocidade no sistema de equacdes (7)
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sdo combinadas com a aproximacdo if,=—gVg através
de pardmetros, ou grandezas escalares, de tal modo
que, em condicoes de aguas intermédias a profundas,
a relacao de dispersao do sistema linearizado tenda
para o*=gktanh (kh). Como se demonstra em seguida,
os valores dos pardmetros envolvidos sdo obtidos
de modo a aproximar o melhor possivel a relacdo
de dispersao do sistema linearizado com a relacao
o*=gk tanh (kh).

Desprezando termos de ordem superior e os termos
ndo lineares na equacdo (7) resulta a relacdo de
dispersao (17), igualmente obtido por Liu e Sun (2005)
para a forma linearizada do sistema (14]

o k[ 1+(@/2-7/6) KR | (17

gk 1+(1+a)k*h* /2—-(1+7)K*h* /6

em que o =2n/T é a frequéncia da onda, T é o periodo
ek*=k}+k;, sendok ek as componente do nimero
de onda k nas direcoes x e y, respetivamente.

Por comparacdo da equacdo (17) com a relacdo de
dispersao linear de Stokes, w*/gk=tanh (kh), podem ser
obtidos valores otimizados para os dois parametros o
e v. Em termos de velocidade de fase, a equacao (17)
toma a forma

C2=a)—2=gh 1+(0:/2—]//6)(kh)2
IS 1+ (1+a)(kh) /2= (1+7)(kh)* /6

(18)

a qual deve ser comparada com a expansao de Padé
de segunda ordem da solucao linear exata para ondas
de Airy, dada por (19)

, o 1+ (kh ’ /s 6
2, :kz=(gh)tanh(kh):gh{Hz(ki)z//Jw[(kh) ]

(19)

Para que sejam idénticas as equacdes (18] e (19), tera
de verificar-se a relacao = 1.5a — 0.5y = 0.20. Para os
pardmetros a ey, Liu e Sun (2005) obtiveram primeiras
aproximacoes baseadas em andlises de sensibilidade.
Para além dos parédmetros a e B, é sugerida neste
trabalho a introducao de um novo parametro y, funcado

de h. Como se demonstra, esta metodologia permite
obter um modelo geral, que tende para as equacoes
de Saint-Venant em condicoes de agua profunda (ao
largo) e para as equacoes de Serre em agua pouco
profunda (junto a costa).

Assim, partindo do sistema de equacdes (8], de que
resulta o seguinte sistema (20)

G, + (uh)x =0

2 h W
U tuu, + 8¢, +|:hx§x +(§x) +E§xx:|”t _hhxuxt _?Mxxt

2 2 5 5
—hhouu,, +?uxuxx —?uum‘ +[h(ux) + & U }gx

+[hx§x +(&) +%h fxx}uux +%§mu2 =0

(20

adicionando e subtraindo termos de origem dispersiva,
utilizando a aproximacao u,=—gg e considerando os
parametros a, B e y, com B=1.5a—0.5y, Antunes do
Carmo (2013a,b) obteve o seguinte sistema de equacdes
(21), com caracteristicas de dispersdo lineares
melhoradas. Esta formulacdo permite aplicacoes em
profundidades intermédias, até valores da dispersao
de frequéncia 6=0.50. Considerando tensodes de atrito
(r,) no fundo, as equagdes resultantes escrevem-se

h, +(uh)x =0

2
u, +uux+g(h+§)x +(1+a)(Qut—hh u )—(I+B)h—

Ut 3 Uyxt
i
+agQ(h+§)x —aghhx(h+§)m —[3g?(h+§)m

2
—hhuu,, +h?(uxu)oc 7uumc)+ h (ux )2 (h + éf)x

&’ (h+ §)x +(Q+ &, Juu, +%§mu2

+7,/(ph)=0 (21)

comQ(x)=hg +0.5hE +(§ )’ p=020e, em primeira
aproximacao, a~0.1308. Testes complementares
demostraram que a solucao ndo é muito sensivel para
valores de a situados no intervalo ae[0.12,0.15].

Reescrevendo o sistema (21) com os termos de origem
dispersiva [todos os termos de ordem 62 no sistema
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de equacdes (6]] funcdo de um novo pardmetro p
obtém-se (22

h, + (uh)x =0

u, +uu, +g(h +§)x +u {(1+a)(Qut —hhxuxt)
2
_(1+[3)7um +agQ(h+&) —aghh (h+&)
h? h’
—Bg?(h+§))OQC —hhauu,, +?(uxuxx —uum)

+h(u, ) (h+ &), +Equ? (h+E),

+H(Q+hé Juu, +g§mu2}+rb/(ph) =0 (22

Fazendo p=f(h) de tal modo que pn— 1 quando 7 — 0
e p— 0 quando 4 — « e, simultaneamente, (a, B) — 0
quando 2 — 0 e ae[0.12,01.5] e B — 0.20 quando &7 — o
(embora neste caso os valores de a e B ndo sejam
de todo relevantes) reencontramos os sistemas de
equacdes de Serre (20) e de Saint-Venant (15), a uma
dimensao no plano horizontal, respetivamente. Uma
funcdo f(h) que satisfaz estas condicoes é dada por
(23)

(kh)’

senh |:(kh)2 ]

(23)

(k)=

com k=2n/L, sendo L o comprimento de onda. Em
particular, f(h/L=0.05)=0.998 e f(h/L=0.50)=0.001
e o grafico da funcao f' (k) tem o andamento mostrado
na Figura 1.

No presente trabalho consideraram-se os seguintes
valores dos parametros: a=0.13, =0.20 e u=1.0,
com excecao da propagacao de uma onda solitaria
(aplicacdo (A1) em “4. Aplicacées e Resultados”), em
que a=0p=0e pu=1.0, satisfazendo assim a solucao
analitica do sistema de equacoes de Serre.

3. FORMULAGAO NUMERICA

O sistema de equacdes (22) é resolvido por um método
implicito de diferencas finitas, apés agrupamento dos
termos com derivadas em tempo da velocidade numa
equacdo adicional. O sistema equivalente de trés
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F \
— Comp. onda, L = 60 m
... Comp. onda, L = 90 m

-

f(h)
o
(9]

(=}

e T T

0.2 0.4 0.6
h/L

Figura 1 - Gréafico da funcao f'(h) que estabelece a transicao
entre condicoes de agua profunda f(h) — 0, com h/L>0.5, e
pouco profunda f(h) — 1, com A/L <0.05.

equacdes a trés incognitas (h, g e u), que é resolvido
numericamente, escreve-se

h +(uh) =0

X

q; +(uq)x —uu, +g¢,

- ﬂ{%[ (1+20)02 )+ (14 2) (&, u® = e (o) |

X

hz h?
+ [Ung + ahuuu]gx - aghhxgxx - Bg?gux + B?uuxxx

_%[ (hgﬂu2 )x + hxgmu2 - hgxxuux} +(a - %)hzuxum}

+1,/(ph)=0

u+p {(Ha) Qu—(1+a)hhau, —(1+ﬁ)h;uxx}=q

Q=Goh+2h G+ (6. (24

Um esquema eficiente de resolucdo do sistema
de equacdes (24), com p=1, é detalhadamente
apresentado em Antunes do Carmo (2013a,b).

4. APLICACOES E RESULTADOS

0 modelo numérico que resolve as equacdes (22,
ou (24), é aplicado a propagacdo de (A1) uma onda
solitaria com amplitude de 0.60 m num meio com 1.0
m de profundidade, sendo a correspondente solucao
numeérica comparada com a solucdo analitica das
equacdes de Serre, (A2) uma onda sinusoidal com
altura de 0.02 m, periodo de 2.02 s e comprimento de
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ondaigual a 3.73 m, num meio com uma profundidade
de 0.40 m na seccao de entrada e uma barra no interior
do dominio, como apresentado na Figura 2, e (A3]
uma onda sinusoidal, com altura de 0.05 m, periodo
de 0.85 s e comprimentos de onda de 1.12 m, num
meio com profundidade constante i igual a 0.56 m; por
conseguinte, trata-se neste caso de condicdes de dgua
profunda (com #,/L = 0.50).

Gerador Absorvedor
0.40
0.30m 1/2 1/10 4om
T T
Om 6m 12m 14m 17m 25m

Figura 2 - Batimetria para a propagacao de uma onda
sinusoidal, com altura de 0.02 m, periodo de 2.02 s e
comprimentos de onda de 3.73 m, sobre uma barra
(Antunes do Carmo, 2013b,c).

Na aplicacao (A2), A/L=0.107>0.10 na seccdo de
entrada da onda no dominio, a qual se mantém nos
primeiros 6 m (Figura 2J, satisfazendo por conseguinte
as condicoes de validade da solucdo de Stokes de 22
ordem neste trecho, enquanto nao se fizeram sentir
eventuais efeitos de reflexdes na barra.

Nesta conformidade, é possivel comparar a solucéo
numérica do sistema de equacdes (20] com a
correspondente solucdo analitica (25)-(26) (Seabra-
Santos, 1985; Cienfuegos et al, 2006}, e a solucao
numeérica do sistema (22), ou (24), sem atrito e com
a=0.13, p=0.20 e p= 1.0, com a solucdo analitica de
Stokes (27]-(29).

(S1) Onda solitaria

Com fundo fixo e horizontal [§t=§‘_=§w=§m=0] 0
sistema de equacdes de Serre (8) admite a sequinte
solucdo analitica (25]-(26)

3H

= risec 2 —_—
¢loot)= Hsech [ 9 g+ 1)

(x—Ct—xO)l (25)

u:C{lho} (26)
hy+g

em que h, € a profundidade da dgua em repouso, x,
é a posicao inicial da crista, H é a altura da onda,

C=Cy [+ HJhy) e Cy=1[gh, (g=9.8).

(S2) Onda de Stokes de 22 ordem

A elevacao da superficie livre é expressa por (27) (Dean
e Dalrymple, 1984)

c zgcos(kx—wt)

xH? | cosh(kh)[ 2+ cosh(2kh) |
+
8L senh® (kh)

}cos[Z(kx —a)t)}

(27)

a qual representa a soma de duas sinusoides, a
segunda das quais com uma amplitude dependente da
declividade (/L) e com uma velocidade angular dupla
da sinusoide fundamental dada pela teoria linear. As
componentes u e w da velocidade do fluido s&o, neste
caso, dadas por (28] e (29), respetivamente

h| k(A
yomH o[k +2)]
T cosh(khy)

h| 2k (A
(i osh[hlho )]
4T L senh (kho)

(28]

7senh|:k(h z)]
T cosh(kh)

7H 7H senh[ k(h z)J
+7TT senh (kh)

sen(kx— t)

w=

sen[Z(kx - t)]

(29)

em que k=2n/L é o nimero de onda e ©=2w/T é
a frequéncia, sendo L e T o comprimento de onda e
o periodo, respetivamente; com z=0 obtém-se a
velocidade a superficie.
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As Figuras 3 e 4 mostram comparacoes de resultados
numeéricos da variacdo da superficie livre com as
solucées analiticas (25) e (27) em ambas as aplicacdes
(S1) e (S2), respetivamente.

Complementarmente, 0s resultados obtidos
na aplicacdo [A2) sdo comparados com dados
experimentais obtidos por Beji e Battjes (1993]), em
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trés sondas posicionadas emx =105m,x=135me
x=17.3m(Figura?2). Estas comparacoes sdo mostradas
nas Figura 5 a), b) e cJ.

Os resultados numeéricos da terceira aplicacao (A3) sdo
mostrados na Figura 6, os quais foram obtidos numa
sonda situada a uma distancia de 10 m da seccéo de
entrada da onda num canal com 50 m de comprimento.

T T T T { T T T T { T T T T T T T T { T T T T

L t=0.0 t=25 s t=50 s i
ger ~ Analitico ]
- L ... Numerico -
- |~ —
g 14— —
g F .
& L -
n 1.2 — —
g r i
2 = —
= [ -

1
C Il Il Il Il l Il Il Il Il l Il Il Il Il l Il Il Il Il l Il Il Il Il i
0 50 100 150 200 250
x (m)

Figura 3 - Propagacdo de uma onda solitaria com altura de 0.60 m, inicialmente posicionada em
x =25m, num canal com 1.0 m de profundidade. Comparacao de resultados numeéricos com a
solucdo analitica [S1) (Antunes do Carmo, 2013a).

0.02 — ;

e
o
-

Elev. sup. livre (m)
o
=)
-

1 1 1

|
e
o
]

= — Stokes analitica

1

... Serre numerica -
| | | |

18

20 2R

Figura 4 - Propagacao de uma onda sinusoidal com altura de 0.02 m,
periodo de 2.02 s e comprimento de onda de 3.73 m, num meio com
profundidade de 0.40 m na seccao de entrada. Comparacao de resultados
numéricos obtidos numa sonda situada em x = 3.0 m com a solucao

analitica (S2).
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b) Sonda instalada em x = 13.5 m.

t (s)

E 0.02
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~
3
g, 0L
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—-0.02 — — Experimental ... Numerico —
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c) Sonda instalada emx=17.3 m.

Figura 5 - Propagacao de uma onda peridédica com altura de 0.02 m, periodo
de 2.02 s e comprimento de onda de 3.73 m, sobre uma barra. Comparacao
de dados experimentais com resultados numéricos obtidos em trés sondas

(Antunes do Carmo, 2013b,c].
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Figura 6 - Propagacao de uma onda sinusoidal com altura de 0.05 m, periodo
de 0.85 s e comprimento de onda de 1.12 m, num meio com profundidade em
repouso de 0.56 m. Evolucdo da superficie livre registada numa sonda instalada

emx=10.0m.

5. DISCUSSAO E CONCLUSOES

Analisando os resultados obtidos, poder-se-a concluir
que as formulacées matematica e numeérica do
modelo computacional desenvolvido, resultante de
uma extensdo das equacdes classicas de Serre, sao
consistentes e descrevem com bastante precisao
a propagacao de ondas desde condicdes de dguas
profundas (h,/L=0..5), em 4&guas intermédias e,
naturalmente, em dguas pouco profundas.

A introducdo dos pardmetros a e B permitiu estender
as equacoes de Serre para aplicacoes em toda a gama
de 4guas intermédias (Antunes do Carmo (2013a,b).
Complementarmente, a introducao de um novo
parametro p=u(h) deverd permitir generalizar as
equacdes de Serre a condicbes de dguas profundas,
para valores de kh>3.

Com efeito, trata-se de condicoes-limite, de que
resultam, respetivamente, as equacoes de Serre, com
u — 1, e as equacdes de Saint-Venant, com p — 0.
Com (a, ) — 0 é reencontrado o modelo original de
Serre (8], ou (20], e tal foi considerado para
obtencdo dos resultados da aplicacao (A1); contudo,
como é demonstrado analiticamente em Liu e Sun
(2005) e Antunes do Carmo (2013c), entre outros,
a generalizacdo do modelo de Serre a condicoes
de &gua profunda sé é assegurada com a melhoria
das caracteristicas dispersivas lineares do modelo
original; por conseguinte, com o e B diferentes de zero,
e comvalores iguais aos usados acima e na bibliografia

consultada (o = 0.13 e B = 0.20). Os resultados da
aplicacdo (A3) sdo particularmente reveladores das
boas caracteristicas dispersivas lineares do modelo,
conseguidas com a introducdo dos parametros o e
B. Deve notar-se que nado seria possivel descrever a
propagacao de uma onda sinusoidal com as equacoes
do modelo classico de Serre num meio com as
caracteristicas da aplicacdo (A3), cuja solucdo é
descrita pela teoria linear, como mostrado na Figura 6.
A generalizacdo do modelo numérico a duas
dimensdes no plano horizontal (modelo 2DH) e para
utilizacdes praticas em quaisquer meios (desde dguas
profundas, ao largo, até condicdes de aguas pouco
profundas) carece ainda de analises complementares,
incluindo a adocao de um método numérico adequado
para a resolucao de ambos os sistemas de equacdes,
capaz de propagar a mesma onda resolvendo o
sistema de equacoes de Saint-Venant quando aplicado
(dgua profunda, A /L > 0.5) e equagbes de tipo Serre
em &gua pouco profunda (h,/L <0.05), e com transi¢do
entre ambos os sistemas em d4guas intermédias
(0.05 < h,/L < 0.5), por conseguinte, em funcdo das
caracteristicas do meio. O desenvolvimento deste
modelo estd em curso, usando um método numérico
implicito de elementos finitos baseado na técnica dos
residuos pesados de Galerkin.

Embora o método de diferencas finitas acima descrito
possa ser igualmente usado para a resolucao
numérica das equacoes da versdo bidimensional no
plano horizontal [equacdes (7) expandidas], o uso de
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um método de elementos finitos tem a dupla vantagem
de se adaptar melhor a geometrias irregulares e
permitir o refinamento da malha em zonas de menor
profundidade e/ou onde as velocidades sdo mais
elevadas.
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