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RESUMO

Na sequéncia do desenvolvimento e teste de programas para a sSimulacéo estocéastica de
escoamentos em aquiferos porosos regionais pelo Método dos Elementos Finitos tém sido
resolvidos vérios exemplos de aplicacdo. Os resultados referentes a alguns desses problemas
S80 agqui organizados e apresentados. Em particular, analisa-se 0 impacto resultante de se
admitir que o logaritmo da transmissividade se comporta como uma funcdo aeatéria
estacionaria, ergodica e multivariada normal. A distribuicdo “rea” da transmissividade é
amostrada aeatoriamente num conjunto de pontos do aquifero. A partir da amostra sao
geradas realizacbes condicionadas da transmissividade que permitem a resolucdo dos
exemplos por simulagdes de Monte-Carlo. Da mesma amostra também se retira o valor da
transmissividade efectiva, assim como uma estimativa do comportamento espacial da
transmissividade por krigagem. Os resultados obtidos pelas simulagdes de Monte-Carlo
condicionadas sdo comparados com os produzidos pelas simulacBes correspondentes a
distribuicéo “real” da transmissividade e as estimativas desta por krigagem e por valor
efectivo.
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1-INTRODUCAO

A gestédo de um aquifero, ou sistema aquifero, exige o desenvolvimento e utilizacdo de
modelos que simulem adequadamente 0s escoamentos em meios porosos e/ou fracturados.
Atendendo a heterogenei dade do meio natural, os modelos de simulacdo devem ter em conta a
incerteza associada a avaliacdo das recargas e extraccdes, dos parametros hidrogeol 6gicos e
das condi¢cdes fronteira, tratando-os como funcdes aleatdrias ou processos estocasticos,
estatisticamente caracterizaveis. Assm, a equacdo diferencia que rege o escoamento
transforma-se numa equacdo diferencial estocastica, cuja variavel dependente (carga
hidraulica) é também um processo estocastico estatisticamente caracterizavel. Por outras
palavras, a resolucdo da equacdo diferencia estocastica deveria conduzir a funcdo de
distribuicdo de probabilidade conjunta da variavel dependente. Na prética j4 se considera
aceitavel a determinacdo, para cada ponto do dominio e para cada instante, do valor esperado
(média) e de uma medida daincerteza (variancia).

Neste trabalho apresentam-se e comparam-se, de uma forma sucinta, varios modos
alternativos de modelar o escoamento, tendo em consideracdo a incerteza relativa a
quantificacéo da transmissividade:

- elaborar um modelo matematico que relacione os valores esperados das variaveis em
jogo a custa da utilizagdo da designada “ transmissividade efectiva’;

- simular o escoamento com base numa estimativa do comportamento espacia da
transmissividade obtida por krigagem;

- gerar um numero adequado de realizacfes condicionadas da transmissividade e resolver
aequacdo diferencial para cada uma destas, procedendo posteriormente a um tratamento
estatistico dos resultados obtidos (simulactes de Monte-Carlo).

Os resultados obtidos sdo comparados entre si e com os correspondentes a simulagdo do
escoamento para uma distribuicdo espacial da transmissividade eleita como “real”,
proporcionando assim uma avaliagcdo do impacto produzido nos resultados pelas diferentes
abordagens ao tratamento da incerteza associada a estimacao da transmissividade.

A distribuicéo “real” de T € amostrada em 55 pontos escol hidos aleatoriamente. A partir
da amostra sdo extraidas as informacles estatisticas necessarias a caracterizacdo da
transmissividade pelo valor “efectivo”, por krigagem ou por realizagdes estocésticas
condicionadas.

Esta propriedade do aquifero, T, é tratada como uma funcéo aleatéria das coordenadas
espaciais. Em particular, admite-se que a suatransformada, Y = In(T), € uma funcdo aleatoria
estacionéria, ergodica e multivariada normal. A incerteza resultante da variabilidade espacial
de T reflecte-se na grandeza da variancia. Com o objectivo de avaliar o impacto desta nos
resultados, o problema apresentado é resolvido para duas distribuicdes diferentes da
transmissividade, correspondentes a distintos valores da variancia, embora com médias e
distancias integrais idénticas.

Os exemplos de aplicagdo foram concebidos para um dominio (aquifero) rectangular
com 6000 3000 m?, discretizado por elementos finitos isoparamétricos de oito nds de



150" 150 m® Os resultados apresentados correspondem ao regime permanente obtido apés
estabilizacdo das simulagbes numeéricas iniciadas para um valor constante da carga hidréulica
em todo o dominio (100 m). Admitiu-se a transmissividade constante ao longo do tempo e um
valor pegueno para S (ou w,) (0.004) de modo a acelerar o estabelecimento do regime
permanente pretendido. Assim, os resultados obtidos sdo vaidos, em regime permanente,
tanto para aquiferos confinados como para ndo confinados desde que se admita que a
espessura do aquifero é grande quando comparada com a variacéo de H.

2 - AQUIFEROS REGIONAIS. FORMULACAO DIRECTA
2.1 - Aquiferos regionais confinados. Formulagdo matematica

O escoamento em formagBes porosas confinadas é governado pela seguinte equacéo
diferencia:

div([T]>grad H):S%+R+§Qid(x- %) (1)

i=1

sendo H a carga hidraulica ou nivel piezométrico (m), T a matriz de transmissividade (m?/d),
S o coeficiente de armazenamento (m/m), R as recargas ou perdas por unidade de superficie
(m/d) e Q as recargas ou extracgdes pontuais (m*/d). Os elementos da matriz de
transmissividade ndo dependem de H, uma vez que a espessura do aquifero é determinada
pel os estratos confinantes.

2.2 - Aquiferos regionais ndo confinados. Formulagdo matematica

O escoamento em formagdes porosas nao confinadas € governado pela seguinte equacéo

diferencial:
N
div([T]>grad H):Wd‘I]"—T+R+éQid(Y<- %) @)

i=1

sendo w, a porosidade drenavel. A fronteira superior do aquifero corresponde ao nivel

fredtico, varidvel no espaco e no tempo, pelo que a transmissividade depende da solucéo do
problema, isto € de H, uma vez que é calculada pela integracdo da conductividade hidraulica
segundo a vertical:

T= QH Kdz @3)

Contudo, se a variagdo do nivel piezométrico ndo for significativa relativamente a espessura
do aquifero poder-se-a desprezar a referida dependéncia.

2.3 - Condigao inicial e condigOes fronteira

A aplicagdo destas equagdes diferenciais a um determinado dominio (aguifero) e a
respectiva resolugdo requerem a prévia definicdo das condic¢bes iniciais, isto &, do vaor de H



no instante inicial do periodo de tempo a estudar. E também necessario conhecer, ao longo do
tempo, as condicdes do escoamento na fronteira do dominio, as quais podem ser de trés tipos:

- condicdo fronteira principal (Dirichlet): o valor de H é imposto;

- condicdo fronteira secundaria (Neumann): o fluxo através da fronteira
q, =- ([T]>grad H)|ii éimposto;

- condi¢do fronteira mista (Cauchy): € imposta uma relagdo linear entre os dois primeiros
tipos de condicdo, isto &, o fluxo através da fronteira varia linearmente com o valor de H
na fronteira:

H+a([T]>grad H)[i+b=0 (4)

2.4 - Transmissividade. Car acterizacdo estatistica

Ao definir a transmissividade como variavel ou funcéo aeatdria, os modelos deterministicos
acima apresentados sdo transformados em model os estocasticos. Em particular, admite-se que
T tem um comportamento logaritmico-normal, isto €, que a sua transformada, Y = In(T), tem
uma funcdo de distribuicdo de probabilidade univariada normal. E também se admite que
Y(Y() € uma funcdo aleatéria estaciondria, ergddica e multivariada normal, pelo que a
respectiva estrutura probabilistica € completamente definida por quatro parametros (a média
m, , avariancia s? , o efeito pepitaw e adistanciaintegral 1, ) e pelo tipo de semivariograma
(esférico, exponencia ou Gaussiano).

3- ESTIMACAO DA TRANSMISSIVIDADE
3.1- Transmissividade efectiva (T)

Tendo em vista a determinacéo dos valores esperados da carga hidraulica, éH(Y(,t)ﬁ, e
do fluxo, aq(i t)ﬁ, as equacoes aplicaveis ao fendbmeno sdo reescritas com a transmissividade
definida pelo seu valor efectivo, T, constante em todo o dominio. DAGAN (1989) admite
que este seja aproximadamente igual & média geométrica, T :

T, » To =exp(m, ) (5)

A resolucdo, por um método numérico, das equacbes diferenciais e o posterior
processamento dos resultados obtidos permite quantificar os valores esperados (médios) de H
e (, tendo em conta a variabilidade espacial datransmissividade. Trata-se de uma abordagem
simples, uma vez que apenas exige o conhecimento da média geométrica da transmissividade.

Contudo, ndo permite a avaliacdo da incerteza dos resultados obtidos, por exemplo, através da
guantificacéo davarianciadeH ou q.



3.2 - Transmissividade estimada por krigagem ordinaria (Tkrig)

A partir de uma amostra de valores da transmissividade, espacialmente distribuidos de
uma forma aleatdria, é possivel estimar o valor datransformada Y = In(T) em qualquer ponto
do dominio por combinacdo linear dos N valores Y; conhecidos:

v®=arn 6y ©

sendo os coeficientes da combinacéo linear fungdo do ponto onde se pretende estimar o valor
deY.Ovector {I 1, | 5,..., | n} €determinado resolvendo o sistema de N+1 equacdes

1,0y - %) - m=g, (% - ) P=1...N

— Q_)oz — Q_)oz

Ii:O (7)

gue congtitui a base da krigagem ordinaria. A variancia do erro de estimacéo, sﬁrig, é
calculada por:

Sirig Var( *'Y) I Y(_’i )+

Ta como na abordagem anterior, a resolucdo das equagdes diferenciais permite
g, tendo em conta a variabilidade espacia da

krigagem. E continua a ndo ser possivel avaliar aincerteza dos
g.

transmissividade ( smec

A simulagio Y =In(T) é o processo de gerar diferentes,

YOC)xi W, r=12,.. (9)

Estas realizagbes tomam a designacéo de condicionadas se respeitaram os dados
conhecidos{ Y1, Yo, ..., Yn}:

yO&)=Y&), . (10)
Caso néo os respeitem designam-se por néo condicionadas.

As redlizagdes, condicionadas ou ndo, deverdo reproduzir determinados parametros
estatisticos e de correlagdo espacial (a média m,, a variancia s2, o efeito pepita w, a
distanciaintegral |, e o tipo de semivariograma). Nos exemplos em andlise neste trabalho as



simulactes condicionadas foram geradas pelo algoritmo sequéncial gaussiano proposto em
DEUTSCH e JOURNEL (1992).

4 - TRANSMISSIVIDADE “REAL”

As duas distribuicdes da transmissividade adoptadas como reais foram produzidas a
partir de uma realizacdo de uma fungdo aleatéria, gerada por “recozimento simulado” para 0s
seguintes pardmetros estatisticos: m, = 0, s3= 1, w= 0 e |,= 2000m (semivariograma
exponencial). Multiplicando os valores de X pelo desvio padréo pretendido para Y e
centrando os novos valores em torno de m, =In(2000), obtiveram-se duas distribuigdes de

Y =In(T) cujasimagens sfo apresentadas nas Figuras 2 e 3.

Os valores da transmissividade nos 55 pontos assinalados constituem as amostras que
permitem estimar o comportamento de T, nas abordagens alternativas ja descritas. Os
respectivos histogramas e semivariogramas experimentais sdo apresentados na Figura 1. Nos
gréficos dos semivariogramas encontram-se representados os modelos tedricos adoptados
paragerar as transmissividades “reais’ e a estimagdo por krigagem.
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Figura 1: Transmissividade real (Y=InT). Histogramas e Semivariogramas experimentais.



ESS50 1- Y real ESS50 1- Y real

Figura2: Transmissividaderea | (Y=InT) Figura 3: Transmissividaderea 11 (Y=InT)

5- ESTIMA(;AO DA TRANSMISSIVIDADE A PARTIR DASAMOSTRAS
5.1 - Transmissividade efectiva (T¢)

Os valores “efectivos’ da transmissividade determinaram-se a partir das duas amostras
(Quadro 1).

Quadro 1
Valores efectivos da transmissividade
Transmissividade my Te = Te (M%d)
I 7.6319 2062.97
I 7.6648 2131.97

5.2 - Transmissividade obtida por krigagem (T rig)

Para estimar a transmissividade, por krigagem ordinéria, utilizaram-se os dados da
amostra localizados na vizinhanca de cada ponto a estimar. Desta vizinhangca, mével, foram
seleccionados os dados mais proximos do ponto a calcular (no minimo 4 e no maximo 16),
contidos num raio de 2000 metros. Nas Figuras 4 e 5 apresentam-se a distribuicédo estimada de
Y = In(T) e a variancia do respectivo erro. Os parémetros estatisticos considerados para a

krigagem de Y =In(T) s3o os do Quadro 2.

Quadro 2
Krigagem. Semivariogramas tedricos.
Transmissividade | Semivariograma s? W I, (m)
I Exponencial 0.218 0.0 2000
[ Exponencial 0.929 0.0 2000
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Figura5: Transmissividade Il - Krigaggem de Y =InT; Varincia do erro de estimacéo.

5.3 - Realizag0es condicionadas da transmissividade (T snec)

ESS70 1 - S6S5IM

Figura6: Transm. | (Y=InT). Realizacdo 100. Figura7: Transm. I (Y=InT). Realizacdo 100.



As simulacbes de Monte-Carlo foram produzidas com base em 300 realizagcOes
condicionadas da transmissividade. O agoritmo sequéncial gaussiano transforma T numa
variavel normal padrdo (m = 0, s? = 1), & custa da funcéo de distribuicdo de probabilidade
experimental obtida a partir dos valores da amostra ordenados por ordem crescente. Para o
semivariograma tedrico desta nova variavel adoptou-se o mesmo tipo (exponencial) e a
mesma distancia integral (Iy = 2000m) da krigagem. Nas Figuras 6 e 7 sdo apresentadas, a
titulo exemplificativo, uma realizagdo condicionada de cada transmissividade.

6 - EXEMPLOS DE APLICACAO

Nos problemas aqui apresentados o escoamento € determinado pela imposicdo da carga
hidraulica em duas fronteiras opostas (100 m em G, e 94 m em Gs) e por uma recarga
superficia (2 mm/d). As outras duas fronteiras (G, e G;) sdo consideradas impermeaveis. O
ensaios ES760 e ES770 correspondem, respectivamente, as transmissividades | ell.

AY

G

Figura 8: Geometria do dominio (aquifero)
6.1 - Ensaio ES760

As Figuras 9 a 11 permitem visualizar o valor esperado (médio) de H para cada uma das
abordagens anteriormente descritas. Na Figura 12 apresenta-se o valor “real” da carga
hidraulica. As Figuras 13 e 14 apresentam a diferenca entre os resultados obtidos por
krigagem e ssmulagdes de Monte-Carlo, por um lado, e os valores “reais’ de H, por outro. Na
Figura 15 observa-se a diferenca entre os valores da carga hidraulica estimados por krigagem
e simulagdes de Monte-Carlo. Finalmente, na Figura 16, regista-se a variancia de H, também
estimada por este Ultimo método. No Quadro 3 comparam-se 0s caudais totais esperados
(médios) nas fronteiras permeaveis, onde se fixou o valor de H.

Quadro 3
ES760 ® Caudais totais médios nas fronteiras G, e G;. Desvio relativamente a T ey.

desvio Desvio desvio

Treal Tkrig (%) Tsmcc (%) Tef (%)
&M, (m’d)| +8783 | +8989 | +23 | +9028 | +28 | +11811 | +345
QM (Md) | +27217 | +27011 | - 08 | +26972 | - 09 | +24189 | - 111




esd40_3 1 - ESTOC es760 1- 31712
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Figura9: T« ® Vaor médio de H (m). Figura10: Tyig ® Vaor médio deH (m).
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Figurall: Tgne ® Vaor médio de H (m).
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Figura13: &H gy fi- H gy (M). Figura14: 8Hgne fi- Hig (M)
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Figura15: &H g fi- dH gnee 1 (M). Figura16: Tene ® Varianciade H (m?).

6.2 - Ensaio ES770

Quadro 4
ES770 ® Caudais totais médios nas fronteiras G, e G;. Desvio relativamente a T ey.
desvio Desvio desvio
Treal Tkrlg (%) Tsmcc (%) Tef (%)

éQT ﬁ:l (md) | + 6462 + 6788 +5.0 + 6936 +73 +11604 | +79.6

éQT ﬁ% (md) | +29538 | + 29212 - 11 + 29064 -16 +2439% | - 174
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Figural?7: T¢ ® Vaor médio deH (m).
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Figura18: Tyig ® Valor médio de H (m).
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Figura19: Tgnee ® Valor médio de H (m). Figura20: T,eg ® Valor “rea” deH (m).
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Figura23: aH g - &Hgpnec A1 (M). Figura24: Tenee ® VariénciadeH (m9).
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As Figuras 17 a 24 e o Quadro 4 proporcionam andlises idénticas as referidas para o
ensaio ES760.

7 - ANALISE DOSRESULTADOS

A observacdo dos resultados obtidos com a transmissividade “efectiva’ (Tg), a
transmissividade estimada por krigagem (Twig) € as smulacdes de Monte-Carlo efectuadas
com base em redizagbes condicionadas da transmissividade (Tsme), € @ respectiva
comparagdo com o0s valores correspondentes a distribuicdo “rea” permitem alguns
comentarios:

a) A simulagdo do escoamento com base na transmissividade “efectiva’ ndo proporciona
uma boa aproximagao a solucdo “real” do problema, tanto para a carga hidraulica como
para os caudais totais nas fronteiras. Uma comparacdo visua entre as Figuras 9 e 12
(ensaio ES760) ou entre as Figuras 17 e 20 (ensaio ES770) comprova-0 no que respeita
a carga hidraulica. O mesmo se conclui quanto aos caudais totais nas fronteiras da
analise dos Quadros 3 (ensaio ES760) e 4 (ensaio ES770). O mesmo se poderia concluir
guanto a utilizagdo de simulagdes de Monte-Carlo condicionadas, uma vez que 0s

resultados seriam idénticos.

b) A modelacdo com base na transmissividade obtida por krigagem e as simulagdes de
Monte-Carlo apresentam, face a solugcdo “real”, um comportamento razoavel no que
respeita aos valores estimados para H e Qr. Também se observa que a distribuicéo
espacial das diferencas (positivas e negativas) é andloga para as duas abordagens. E
ainda de salientar o facto de, comparando as Figuras 13 e 14 (ensaio ES760) ou as
Figuras 21 e 22 (ensaio ES770), se constatar que &H,;, i apresenta menores diferencas

para H ., do que a carga hidraulica estimada por simulacfes de Monte-Carlo, &+, ..
real smcec

c) O comportamento da varidnciade H, s?, calculada a partir das simulagbes de Monte-

Carlo, é condicionado pela proximidade as fronteiras. Naquelas onde H é imposto
anula-se, e tende a aumentar ligeiramente junto as fronteiras impermeaveis. Ao
contrério do que sucede em simulagfes ndo condicionadas, ndo € muito evidente a
influéncia do gradiente hidraulico na grandeza da varidncia. Esta aparenta ser mais
influenciada por particularidades locais da transmissividade, para além da ja referida
proximidade &s fronteiras.

d) N&o é possivel detectar uma relagio evidente entre a grandeza de s?, e as diferengas
H, . A- H, (ou &H, A- H ), mesmo quando se analisa 0 modulo do desvio
relativo, |8H g f- H |/H e~ 100%, e se compara com s?; (Figuras 25 e 26). De
facto, € possivel observar diferencas maiores onde a variancia é€ pequena e vice-versa.

krig
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— —
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L ) I
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Figura25: ES760 ® | &H goe fi- H g |/Hyea = 100% vs. varianciade H (m).
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0.833449 0.094775
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0.773571 0.088005
0.713693 0.081236
0.653815 0.074466
0.593937 0.067696
0.534059 0.060927
0.474181 0.054157
0.414303 0.047387
0.354425 0.040618
0.294547 0.033848
0.234669 0.027079
— —
0.174791 0.020309
I L )
0.114913 0.013539
L ___ | L}
0.055035 0.006770
L) I

-0.004843 0.000000

Figura26: ES7T70 ® | &H g fi- H g |/Hyea ~ 100 % vs. varianciade H (m).

8- CONCLUSOES

Tendo sido os objectivos deste trabalho expor vérios modos de modelar o escoamento,
tomando em consideracdo a variabilidade espacial da transmissividade, e proceder a uma
comparacao com os resultados de uma simulagdo “real”, importa retirar algumas conclusoes.

A primeira consiste em considerar inconveniente a modelagdo do escoamento com base
no designado “valor efectivo” da transmissividade quando existirem dados geograficamente
localizados. De facto, uma adequada andlise estrutural dos dados permitira uma estimativa da
transmissividade por krigagem, com base na qual se poder4d simular numericamente o
escoamento e obter melhores resultados.

Caso se pretenda estimar as variaveis em jogo e, simultaneamente, avaliar a incerteza

associada dever-se-4 optar pelas ssimulagdes de Monte-Carlo condicionadas aos dados
disponivels. Este método, apesar de um exigir um grande esforco computacional, tem a
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vantagem de ser conceptuamente simples e versdtil, na medida em que reconhece
“automaticamente” as caracteristicas dos problemas, tais com a geometria do dominio e as
condicgoes fronteira.

Finalmente, importa referir que as amostras de transmissividades utilizadas nestes
exemplos apresentam uma boa cobertura do dominio, quer em nimero de dados quer na
distribuicdo espacial destes. Contudo, questdes como a diminuicdo da distancia integral da
transmissividade para 0os mesmos pontos amostrados ou a reducdo do nimero de dados e as
correspondentes implicacbes na perda de qualidade dos resultados ndo sdo aqui tratadas.

Também néo € analisada a incerteza dos parametros estatisticos obtidos ou adoptados a partir

das amostras (m,, s?, w, |I,) e a consequente implicagdo na incerteza dos resultados

obtidos.
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