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RESUMQO: Neste trabalho ¢ desenvolvida uma nova aproximacao das equacdes classicas de Boussinesq, com
caracteristicas dispersivas melhoradas, e utilizado um esquema numérico apropriado para a resolucdo do
sistema de equacdes resultante.

Considerando um simples parametro para ter em conta os efeitos dispersivos, a discretizacdo adoptada permite
comparar resultados numéricos de duas aproximacdes matematicas destas equacdes (Boussinesq classico e
com caracteristicas dispersivas melhoradas) com a solucao analitica aproximada das equacdes.

Entre os resultados apresentados neste trabalho, destacam-se comparacoes de solucdes numéricas de ondas
geradas por pressdes maoveis a superficie (casos tipicos de embarcacées) considerando trés funcées de pressdo
(duas listadas na literatura da especialidade e uma terceira proposta) e duas aproximacdes das equacées
(Boussinesq classico e modelo com caracteristicas dispersivas melhoradas).

0 modelo numérico desenvolvido é testado para uma embarcacdo com 15 m de comprimento, que se move
num canal com 10 m de profundidade, a uma velocidade de 5.0 m/s e exerce uma pressdo a superficie de
4900 N/m?,

Palavras-chave: Equacdes de tipo Boussinesq, caracteristicas dispersivas melhoradas, pressdo moével a
superficie, ondas geradas por embarcacoes.

ABSTRACT: In this work, a new approximation of the classical Boussinesq equations with improved dispersive
characteristics is developed, along with an appropriate numerical scheme to solve the resulting system of
equations.

Considering a single parameter to take into account the dispersive effects, the adopted discretization allow us
to compare numerical results of two mathematical approximations (the classical Boussinesq and the improved
model with additional terms of dispersive origin] with the approximate analytical solution of the equations.
Among the results presented in this paper, we highlight comparisons of numerical solutions of waves generated
by a mobile pressure at the surface (typical cases of boats), considering three functions of pressure [(two listed
in the specialized literature and a proposal third one] and two approximations of the equations (the classical
Boussinesq and the model with improved dispersive characteristics].

The numerical model is tested for a boat of 15 m in length, moving in a channel 10 m deep at a speed of 5.0 m/s,
and exerting a pressure of 4900 N/m? at the surface.

Keywords: Boussinesq-type equations, improved dispersive characteristics, mobile pressure at surface, boat
generated waves.
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1. INTRODUCAO

O primeiro modelo de ondas, com inclusao de
efeitos dispersivos (solucdo fraca) e nao-lineares e
uma aproximacao linearizada para a pressao nao-
hidrostatica, foi deduzido por Boussinesq em 1872.

As equacoes originais foram apresentadas para uma
profundidade constante. Mais tarde, Mei e LeMehaute
(1966) e Peregrine (1967) deduziram as equacdes de
Boussinesq para profundidade variadvel. Enquanto Mei
e LeMehaute utilizaram a velocidade no fundo como
variadvel dependente, Peregrine utilizou a velocidade
média em profundidade e assumiu uma variacao
linear da componente vertical da velocidade com a
profundidade.

Devido a grande popularidade das equacdes deduzidas
por Peregrine, estas equacdes sao frequentemente
referidos entre a comunidade cientifica da
especialidade como equacoes de Boussinesq para
profundidade variavel.

As equacdes classicas de Boussinesq sao validas para
valores relativamente pequenos de kh e H/h, em que kh
e H/h sao parametros que representam a profundidade
relativa (dispersdo) e a declividade da onda (ndo-
linearidade), respectivamente.

Madsen et al. (1991) e Madsen e Sgrensen (1992)
incluiramtermos de ordem superiorno modelo classico
de Boussinesq, com coeficientes ajustaveis para
profundidades constante e varidvel, respectivamente.
Como alternativa as equacbes de Madsen et al
(1991), Beji e Nadaoka (1996) apresentaram um
modelo significativamente melhorado das equacdes
de Boussinesq. Estdo na base dos desenvolvimentos
apresentados neste trabalho as hipdteses e os
principios adoptados por Beji e Nadaoka (1996).

A perturbacdo na superficie livre pode resultar em
consequéncia do movimento de um objecto nesta
superficie, de uma perturbacdo no fundo, ou do
movimento de um objecto no seio da massa liquida. O
primeiro caso estd associado a uma pressao movel a
superficie, sendo este o problema a ser investigada no
presente trabalho.

0 modelo numérico cujos principais desenvolvimentos
sao apresentados neste artigo é verificado para dois
casos de teste, por comparacdo da solucdo numérica
da onda solitaria com a solucao analitica aproximada
destas equacoes. Seguidamente sao apresentadas
e discutidas qualitativamente solucées numéricas
das ondas geradas por pressées moveis a superficie,
considerando diferentes funcdes de pressao.

2. FORMULACOES

2.1. Formulacao matematica

Sejam as equacoes de continuidade e de conservacao
da quantidade de movimento, a duas dimensoes
no plano vertical, relativas ao escoamento de
um fluido viscoso e incompressivel submetido
a accao da gravidade. Definindo os pequenos
parametros € =a/hye 6 =hy/l, em que h,, | e a
representam, respectivamente, uma profundidade,
um comprimento e uma amplitude caracteristicas
e ¢, representa a celeridade critica [COZ\/%]- as
equacdes fundamentais e as condicdes de fronteira
sao em seguida devidamente adimensionalizadas.
Detalhes sobre o procedimento adoptado podem ser
consultados em Antunes do Carmo (2004) e Antunes
do Carmo (2010).

Assumindo complementarmente que 0(¢)=0(¢%), com
o <<I (hipdtese fundamental da dgua pouco profundal, e
considerando uma pressdo p, na superficie livre, obtém-
se 0 seguinte sistema (equacdes do tipo Boussinesg) na
forma adimensional:
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sendo R o nimero de Reynolds, igual a A, /v .

0 sistema de equacdes (1] é aplicavel a geracdo e
propagacao de ondas em condicoes mais gerais,
permitindo considerar: /) variacbes temporais do
fundo; /1) tensées de atrito no fundo, e /i) tensées na
superficie livre.

Qualquer que seja o valor de € no sistema de
equacdes (1), conservando apenas os termos de
primeira ordem (ordem 1 em 6 %) no desenvolvimento
anterior obtém-se as equacdes do tipo Saint-Venant ou
“Shallow-water equations”:
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Em varidveis dimensionais, eliminando a barra sobre a
variavel u para simplificacdo de escrita e com diferente
notacao, aquelas duas aproximacoes escrevem-se:

- Ordem 2 em o2 (Equacdes do tipo Boussinesq)
h, +(hu)x =0
u, +uu +gn,. +n.&, +O S(h & +n).§m

- (=€) 3]s + g)

+0.5(h, c§)<§ u+(h -&)¢&,
+(hy—E) .yt -(/p)(p,),
[ -7,]/(pn)=0 (3)

- Ordem 1 em 2 (Equacdes do tipo Saint-Venant)

h, +(hu)x =0
u, +uu, +gn, +0.5(h &) &,
~(p)(p,), [t ) -7, | [(ph)=0 14

nas quais hrepresenta a profundidade do escoamento;
hy a profundidade em repouso; & a cota do fundo; ua
componente horizontal da velocidade; ¢ o tempo; g a
aceleracao da gravidade; p a massa volUmica do fluido;
Ps uma pressao na superficie livre; v a viscosidade
cinematica do fluido; 1, e T, representam tensoes de
atrito na superficie livre e no fundo, respectivamente.
Considerando o escoamento de um fluido viscoso sobre
um fundo fixo e tensdes a superficie desprezaveis, o
sistema de equacdes (3) resume-se a seguinte forma:

h,+(hu)x:0
u, +uux+g(h+§) —[(h —é)z/J

gh —&)Eu,, +0.5(hy %)_

l/p)(p)) +rf(5)/( (5)

Considerando um parametro de dispersao f#, com
valores a serem determinados com base na relacao
de dispersdo obtida por Beji e Nadaoka (1996), e
procedendo a simples adicdo e subtraccdo dos termos
de origem dispersiva contidos na segunda equacao do
sistema (5) podemos escrever:

h,+(hu)X=0
u, +uu, +g(h+§) (1+/3 [ /3}
E /3:|u)oct 1+ﬁ _é) U
~B(hy—&) &, +0.5(1+B)(hy~&) & u,
~0.5B(hy = &) &, ~(1/P)(p.), +7,(2)/(p1) =

(6]
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Usando a aproximacao #, =—gn, para substituicao
parcial, apenas dos termos proporcionais a f do
sistema (6], obtém-se a seguinte aproximacdo com
caracteristicas dispersivas melhoradas.

h,+(hu)X:0
u +, +g(h+&) —(1+ ) [h -¢) 2/3}4”,
-Bg E (hy =)' /3| + (14 B)(hy =) &,

+Bg ho—f)émm +0.5 (1+B)(hy =) &,
+05 Bg (h—&) &an.—(1/p)(p,), +Tf(5)/ ph)=

(7)

2.2. Formulacdo numérica

Transformacao das equacoes

Agrupando os termos que contém derivadas em tempo
da variavel #, podemos reescrever o sistema anterior
na seguinte forma equivalente,

h +hu, +uh =0

=~ g(h+&) + Be| (&) 3],
~Bg(hy—&) &, —0.58g(hy —E) &1,
+(1/p)(p,), ~7, )/ (ph)

(14 B)| (= &) 3 + (14 B) (- &) £,
+0.5 (14 B)(hy &) Eu=r (8)

Para a obtencao da solucdo do sistema de equacées (8)
(valores de he uno instante t+Af) é utilizado o seguinte
esquema numeérico baseado neste Ultimo sistema de
3 equacoes:

1 - Previsao de h (h tAY ytilizando um esquema
semi-implicito para a resolucao da 12 equacdo,
considerando os valores conhecidos de Al e uf em
todo o dominio.

2 - Previsdo de r [(r,/™A9, por resolucao da
28 equacao, con5|derando os valores de Af*0A!
= [1-0) nl+0 bpt+At, ulf e r!, conhecidos em todo o
dominio.

3 - Calculo da velocidade v no instante £+A¢ (uf*2),
por resolucdo da 32 equacao, considerando o valor
previsto rpt+At.

4 - Calculo da altura h no instante t+At (AI*AY,
considerando os valores de hf e uf*9Af = (1-0) ul+
0 u*Al conhecidos em todo o dominio.

5 - Calculo da variavel r no instante t+At [II+AI],
considerando os valores de rf, At*0Af = (1-9)nt +
0 WAL yt+OAL= (1_9) 4t 4 0 u*A conhecidos em
todo o dominio.
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Esquematicamente, a solucado do sistema de equacdes
(8), tendo em conta o método numérico descrito,
escreve-se na seguinte forma discretizada:
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Em cada ponto 7 do dominio, as primeiras derivadas
que constam na discretizacdo (9) sdo aproximadas
através dos seguintes esquemas centrados,
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e as segundas e terceira derivadas espaciais sao
estimadas por,
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Os sistemas de equacdes resultantes (12 e 32 equacdes])
sao tridiagonais.

2.3. Parametro de dispersao, j

0 valor de g que permite melhorar as caracteristicas
dispersivas do sistema de equacdes (7) resulta da
igualdade da relacdo de dispersao obtida por Beji e
Nadaoka (1996),

272
ai:kh (1+[3kh /3) (10)
gk 1+(1+B)k*h* /3

com a relacao de dispersao linear w*gk = tanh(kh), a
qual pode ser aproximada por:

2 373

gk 1+2k°h* /5

Nas expressoes (10) e (11) o ¢ a frequéncia da onda e
k € o niUmero de onda. Da igualdade destas equacdes
resulta p =1/5.

3. COMPARACOES COM
A SOLUCAO ANALITICA
APROXIMADA

Aplicou-se o modelo numérico que resolve o sistema
de equacdes (7) a propagacdo de uma onda solitaria
num canal com 1.0 m de profundidade e 250 m de
comprimento, com o centro da onda inicialmente
localizado num ponto situado a 25 m da origem.
Consideraram-se o parametro de dispersdo figuala 0
e a 0.20 e duas alturas da onda: 0.20 m e 0.30 m.
Comparam-se na Figura 1 a solucdo analitica (solucao
aproximada das equacdes cléssicas de Boussinesg)
com resultados do modelo numérico, considerando
uma onda solitaria com 0.20 m de altura e o parametro
de dispersdo p=0 e p=0.20. A mesma comparacao é
repetida na Figura 2, mas para uma altura da onda
solitaria igual @ 0.30 m.

As Figuras 3 e 4 mostram zooms da onda representado
nas Figuras 1 e 2, no instante t = 60.0 s. Embora as
diferencas nao sejam muito significativas, observa-
se em ambas as figuras uma melhor aproximacao a
solucdo analitica considerando #=0.20. Como seria de
esperar, atendendo as hipdteses que estao na base da
deducao das equacodes de Boussinesq, as diferencas
s3o mais acentuadas para a onda de maior altura
(Figuras 2 e 4).

Equacdes de Boussinesq com caracteristicas dispersivas melhoradas. Aplicactes
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Onda solitaria com 0.20m de altura num meio com 1.0m de profundidade

C T T T T | T T T T | T T T T | T T T T | T T T |
- t=0.0 t=30s t=60s -
1.2 — —
E 11— —
= - i
1
C I | | | | | | | | | | | | | | | | | [
0 50 100 150 200 250
x (m)

Figura 1 - Propagacdo de uma onda solitdria com 0.20 m de altura. Comparacdo da solucdo analitica aproximada
( ) com solucées numéricas considerando f=0(———]ef=0.20(--].

Onda solitaria com 0.30m de altura num meio com 1.0m de profundidade

L I | I I | I T I T | I T | I | T I T T | I T I =
C t=0.0 t=308 t=60s
13— —
1.2 — —
€ - g
< = -
11— —
1
| 1 | 1 | | | 1 | | 1 | | 1 1 | 1 | 1 —
0 50 100 150 200 250
x (m)

Figura 2 - Propagacao de uma onda solitaria com 0.30 m de altura. Comparacao da solucao analitica aproximada (——)
com solucdes numéricas considerando f=0(———)ef=0.20(--].

Onda solitaria com altura de 0.20m no instante t = 60.0s

h (m)

220 230 240
x (m)

Figura 3 - Onda solitaria com 0.20 m de altura noinstante t = 60.0 s. Comparacao
da solucdo analitica aproximada ( ) com solucées numéricas considerando
B=0(———]ep=020(---].
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Onda solitaria com altura de 0.30m no instante t = 60.0s

[T T T
1.3

1.2

h (m)

1.1

IIIIIIIIIII]IIIII

x (m)

Figura 4 - Onda solitaria com 0.30 m de altura no instante t = 60.0 s. Comparacao

da solucdo analitica aproximada (
B=0(-—-)ep=020(").

4. SIMULACAO DA ONDULACAO
PROVOCADA POR UMA
EMBARCACAO

A aplicacdo do modelo desenvolvido a simulacdo da
propagacao de ondas geradas porembarcacdes exige a
definicao de funcoes para a pressao moével a superficie
P,. De entre as vérias formulacées que constam
na bibliografia seleccionaram-se as propostas por
Pedersen (2011) e Scullen e Tuck (2011), equacdes
(12) e (13), e sugere-se uma terceira formulacao (14)
que resulta em consequéncia de observacdes do tipo
e forma da onda gerada com o avanco da embarcacao
e de comparacdes com resultados constantes na
bibliografia da especialidade.

2

P, (x)=pocos2[%z—2] (12)
16 2

p(¥) =" 1—’L‘—2 (13)
2

p,(x)=pyexp (_%J (14)

Nestas expressoes, L representa o comprimento da
embarcacioe P édadopor o = P&D sendoDocalado
da embarcacdo. Dado o caracter fundamentalmente
empirico destas funcoes, é possivel encontra-las na
bibliografia com algumas variacdes. Assim, a funcao
(12) é igualmente sugerida em Torsvik et al. (2009),
mas com o argumento (nx)/(2L). e a funcao (13) é
usada em Tuck et al. (2002) com o coeficiente 9/4 em
vez de 16/77% .

] com solucdes numéricas considerando

Seja uma embarcacao com 15 m de comprimento e
um calado de 0.50 m, movendo-se a uma velocidade
de 5 m/s, num canal com 10 m de profundidade e
10000 m de comprimento. Considerando o ponto de
partida a 3000 m da origem, comparam-se na Figura
5 resultados do modelo numérico aos 10 e aos 15
minutos apo6s o inicio do movimento, considerando
a formulacdo de Pedersen (2004) como funcao de
pressao moével a superficie e parametro de dispersao
pigualaOea0.20.

Observando as Figuras 5 a) e b), detectam-se
diferencas muito significativas, fundamentalmente
em relacao ao amortecimento da onda gerada, sendo
este comportamento muito mais pronunciado na
solucdo numérica do modelo com caracteristicas
dispersivas melhoradas (g =0.20). Tal comportamento
seria de esperar, pois deve-se a maior importancia
relativa dos efeitos ndo-lineares no modelo classico
de Boussinesq.

Naturalmente que importara proceder a comparacoes
de resultados numéricos com medicdes de campo e/
ou em laboratério para se poder afirmar com rigor
qual a solucdo que melhor traduz o comportamento
destas ondas.

Tendo por base elementos constantes na bibliografia
da especialidade, em particular registos de campo e
resultadosdasvariasformulacéesempiricasadoptadas
em estudos desta natureza, poder-se-a concluir que
estasondassecaracterizam por: /] padrdes constituidos
por ondas de longos e curtos periodos formando
trens de ondas nao lineares, como exemplificado na
Figura 6 (Gallery of Fluid Mechanics, 2011), e /) uma
ou duas ondas de maior altura, seguindo-se um trem
de ondas com amplitude decrescente, tipicamente
com a configuracdo apresentada na Figura 7
(Sorensen, 1997).

Equacdes de Boussinesq com caracteristicas dispersivas melhoradas. Aplicacées
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Superficie livre no instante t = 600s: beta=0.0 vs beta=0.20
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a) Comparacdo de solucdes obtidas, com =0 ( Je =020 (—) aos 10 minutos apds o inicio do movimento.

Superficie livre no instante t = 900s: beta=0.0 vs beta=0.20
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2 ;

o -
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6000 6500 ;?:?I?) 7500 BOOO

b) Comparacao de solucdes obtidas, com =0 [ Je =020 (=], aos 15 minutos apés o inicio do movimento.

Figura 5 - Ondulacao provocada por uma embarcacdo com 15 m de comprimento e calado de 0.50 m, movendo-se a uma
velocidade de 5.0 m/s, num canal com 10 m de profundidade e 10000 m de comprimento. Funcao (12) para a pressao moével
Jea0.20(—).

a superficie e pard@metro de dispersdo iguala 0 (

Figura 6 - Trem de ondas geradas por um pato (Gallery of
Fluid Mechanics, 2011).
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Figura 7 - Registo de uma onda tipica, com altura Hm, gerada por uma embarcacao (Sorensen, 1997).

Nesta conformidade, poder-se-a igualmente concluir
que a solucdo das equacdes com caracteristicas
dispersivas melhoradas [equacdes (7) com g =0.20]
traduz melhor o comportamento real das ondas
geradas, pelo que sera este o modelo a adoptar nas
aplicacdes seguintes.

Tendo por objectivo comparar as trés formulacdes
(12), (13) e (14) para a pressao movel a superficie,
apresentam-se na Figura 8 resultados numéricos
considerando o parametro de dispersao g =0.20.
Analisando os resultados numéricos obtidos
considerando as trés funcées de pressao - Figura 8 aJ
e b) - verifica-se uma razoavel concordéncia geral do
tipo e comportamento das ondas geradas.

5. CONCLUSOES

A melhoria das caracteristicas dispersivas do
modelo classico de Boussinesq ndo se traduz numa
aproximacado muito significativa da solucdo numérica
a solucao analitica da onda solitaria; contudo, regista-
se alguma melhoria da solucdo numérica do modelo
original. A influéncia das caracteristicas dispersivas
¢ muito mais claramente evidenciada na geracdo
e propagacao das ondas geradas por pressoes
moveis a superficie (casos tipicos de ondas geradas
por embarcacdes), em que o padrdo é tipicamente
constituido por um trem de ondas nao lineares de
longos e curtos periodos.

Sao conhecidos desde longa data os efeitos erosivos
provocados pelas ondas geradas por embarcacoes,
sejam elas comerciais [de maior porte) ou de recreio
(com menores dimensdes e maiores velocidades), nas
margens de um rio. Varios estudos tém sido realizados
com base em formulacdes fundamentalmente
empiricas resultantes de observacdes e de medicdes

no campo e em laboratério. Estes estudos tém
revelado a importancia de um conhecimento mais
aprofundado do comportamento destas ondas para
efeitos de definicao das rotas de navegabilidade e das
caracteristicas e velocidades mais adequadas das
embarcacdes. E neste contexto e em particular no
ambito de um estudo em curso para o rio Douro que
este trabalho se insere.

Os resultados apresentados neste trabalho (para uma
hipotética embarcacdo com 15 m de comprimento,
movendo-se num canal com 10 m de profundidade a
uma velocidade de 5.0 m/s e exercendo uma pressao
a superficie de 4900 N/m? parecem constituir boas
primeiras aproximacoes; contudo, espera-se que
0os mesmos venham a ser validados recorrendo a
medicdes das ondas geradas por embarcacoes com
diferentes caracteristicas, em diferentes meios e com
diferentes condicoes de navegabilidade.
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Funcoegs de pressao: Superficie livre no instante t = 600s
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a) Configuracao da superficie livre aos 10 minutos apds o inicio do movimento.

Funcoeg de pressao: Superficie livre no instante t = 900s
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b) Configuracao da superficie livre aos 15 minutos apds o inicio do movimento.

Figura 8 - Ondulacao provocada por uma embarcacdo com 15 m de comprimento e calado de 0.50 m, movendo-se a
uma velocidade de 5 m/s, num canal com 10 m de profundidade e 10000 m de comprimento. Comparacdo de resultados
considerando as formulacdes (12) (—— =1, (13) [+++) e (14) [— ) para funcdes de pressdo moével a superficie e o

parametro de dispersdo 8 = 0.20.
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